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1 はじめに
合流型推移とは,ノンシリアル動的計画 ([1, 7]) で規定されているノンシリアルな (非直列型の) 状態
推移の一つである.ノンシリアル推移には,分岐型(Diverging Branch Systems), 合流型 (Converging
Branch Systems) , そして分岐・再合流型2種(Feedforward Loop Systems, Feedback Loop Systems) の
計4種類がある.これまでに,分岐型の推移をもつ決定過程としては非決定性動的計画 ([2]) や相互依存




終端状態に達しシステムの終了となる.ここで,X を有限状態空間,状態変数を x_{1}, x_{2} , . . . , x_{N} \in X
とし, x\mathrm{i} , x2 , . . . , x_{L} (L<N) は初期状態, x_{N} は終端状態とする.状態 xi から状態吻 へ推移する
とき 吻 = 1 , そうでないときは e_{i_{J}} =0 とおき,行列 E= (eij) を定める.さらに,xj へ推移する状
態のインデックス集合を 乃 =\{i|e_{i_{J}'}=1\} とおく.
このとき,初期状態 x\mathrm{i} , x2 , . . . , x_{L} に対する次の決定過程問題を考える.
(P) {\rm Max} r_{1}(x_{1}, u_{1})+r_{2}(x_{2}, u_{2})+\cdots+r_{N-1}(x_{N-1}, u_{N-1})+k(x_{N})
\mathrm{s}. \mathrm{t}. x_{n}=f_{n}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{n}) n=L+1, L+2 , . . . , N
u_{n}\in U_{n}(x_{n}) n=1 , 2, . . . ,N-1
ただし, U は有限決定空間で U(x_{n}) \subset  U は状態 x_{n} \in  X に対し選択可能な決定全体を表し, r_{n} :
\mathrm{G}\mathrm{r}(U)\rightarrow \mathrm{R}, k:X\rightarrow \mathrm{R} はそれぞれ利得関数,終端利得関数である.なお
\mathrm{G}\mathrm{r}(U) = \{(x, u)\in X\times U|u\in U(x)\}
とする.また,状態 x_{n} への推移法則は, I_{n}=\{m_{1}, m_{2}, . . . , m_{M_{n}}\} (m_{1} <m_{2}<\cdots<m_{M_{n}}) に対し
x_{n}=f_{n}(x_{m_{1}}, u_{m_{1}}, x_{m_{2}}, u_{m_{2}}, \ldots, x_{m_{M}}, u_{m_{M_{n}}})
で与えられ,これを x_{n} = f_{n} (x_{m}, u_{m}|m \in I_{n}) と表す.なお,本論文では,一般に添え字集合 I =
\{m_{1}, m_{2}, . . . , m_{M}\} (m_{1}<m_{2}<\cdots<m_{M}) が与えられた際,簡略化のため,状態決定の交互列 :
x_{m_{1}}, u_{m_{1}}, x_{m_{2}}, u_{m_{2}} , . . . , x_{m_{M}}, u_{m_{M}}





例2.1 N=8, L=3 とし e14 =e_{25} = e37 = e46 =e_{57}=e_{68}=e_{78}=1 (それ以外の (i, j) に対しては
\%=0) とする.初期状態 x_{1}, x_{2}, x_{3} が与えられたとき, x_{4}, x_{5}, x_{6}, x_{7}, x_{8} は次の推移により定まる :
x_{4} = f_{4} (x_{1}, u_{1}) , x_{1} \in X, u_{1}\in U(x_{1})
x5 = f_{5} (x_{2}, u_{2}) , x_{2} \in X, u_{2}\in U(x_{2})
x_{6} = f_{6} (x_{4}, u_{4}) , x_{4}\in X, u_{4}\in U(x_{4})
x7 = f_{7} (x_{3}, u_{3}, x_{5}, u_{5}) , x_{3}\in X, x_{5} \in X, u_{3}\in U(x_{3}) , u_{5}\in U(x_{5})
x_{8} = f_{8} (x_{6}, u_{6}, x_{7}, u_{7}) , x_{6}\in X, x7\in X, u_{6}\in U(x_{6}) , u_{7}\in U(x_{7}) .
図1 は,この合流型推移をもつ決定過程の状態推移図を示したものである.
3 再帰式の導出
終端状態を根とみなした状態ツ リ ー (例えば図1 において,状態部分をノ ー ド, x_{8} のノー ドを根とみ
なしたツ リ —) において,深さ優先探索を行う際にたどる順で,状態変数を 1つずつ付加して部分問題
群を構成する.このと き, x_{N} から付加する順に並べた状態変数の添え字を




このとき, x_{n}, x_{n+1} , . . . , x_{N} (n= 1,2, \ldots, N) に対応する部分問題および最適値関数 v^{n} を次のよ
うに定める :
n = N のとき
終端状態 x_{N} に対しては次のよ う に定義する :
v^{N}(x_{N}) = k(x_{N}) , x_{N}\in X.
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n < N のとき
状態列 x_{n}, x_{n+1} , . . . , x_{N} に対応する部分問題は次で定める :
v^{n} (x_{n}; (x_{m}, u_{m} |m \displaystyle \in J_{n})) = \max_{u_{n},u_{n+1},\ldots,u_{N-1_{\rangle}}\cdot(*)} [r_{n}(x_{n}, u_{n}) +r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1}) + \cdot \cdot \cdot + k(X_{N})],
x_{n} \in X, x_{m} \in X, u_{m} \in U(x_{m}) , m \in J_{n}
ただし
ガ
J_{n} = \displaystyle \bigcup_{l=n+1}\{j \in I_{l} |j < n\}
(*) : \left\{\begin{array}{l}
u_{l} \in U(X_{l}) , l = n_{i}n+ 1, . . . , N - 1\\
x_{l+1} = f_{l+1} (x_{m}, u_{rn} |m \in I_{l+1}) , l = n, n+ 1, . . . , N - 1
\end{array}\right.
である.状態変数 x_{l} (l > n) が状態 x_{n} , . . . , x_{l-1} および決定 u_{n} , . . . , u $\iota$-1 で定まらない場合,
値関数には,必要な情報をパラメータとして加えている.その際に必要となるパラメータの添え
字集合がゐ である.
命題3.1  J_{N}= $\phi$ とおく.このとき,  J_{n} (n=1,2, \ldots, N-1) に対し
(i) n+1\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} のとき
J_{n} = J_{n+1}\cup\{j\in I_{n+1}|j<n\}
が成り立つ.また, J_{n+1}=J_{n}\backslash I_{n+1} である.
(ii) n+1\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} のとき
ゐ = J_{n+1}\backslash \{n\}.
が成り立つ.また, n\in J_{n+1} より J_{n+1} = J_{n}\cup\{n\} である.
(i) は,終端状態を根とみなした状態ツリーにおいて新たに枝分かれする際,必要なパラメータの添え
字を追加する処理である. x_{n+1} を定める際に必要となる状態の添え字を追加している.枝分かれがなく
パラメータの追加が不要な場合,すなわち, x_{n} のみから x_{n+1} へ推移している場合,さらに言い換える




I_{i}\cap I_{j} =  $\phi$ (i\neq j)
が成り立つので
ゐ自 I_{n} =  $\phi$ (n=1, 2, . . . , N-1)
である.
定理3.1 値関数 v^{n} に対し,次の再帰式が成り立つ :
v^{N}(x_{N}) = k(x_{N}) , x_{N}\in X
v^{n}(x_{n};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n}))
= \displaystyle \max_{u_{n}\in U(x_{n})}[r_{n}(x_{n}, u_{n})+v^{n+1}(f_{n+1}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{n+1});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n+1} ,
x_{n}\in X, n+1\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}}
v^{n}(x_{n};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n}))
= \displaystyle \max_{u_{n}\in U(x_{n})}[r_{n}(x_{n}, u_{n})+v^{n+1}(x_{n+1;}(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n+1} ,




= \displaystyle \max u_{\mathrm{n}},u_{n+1},\ldots,u_{N-1};(*)[r_{n}(x_{n}, u_{n})+r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1})+\cdots+k(x_{N})]
= \displaystyle \max u_{\mathrm{n}}\displaystyle \in U(x_{n})[\max_{u_{n+1},\ldots,u_{N-1};(*1)}[r_{n}(x_{n}, u_{n})+r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1})+\cdots+k(x_{N})]]
= \displaystyle \max_{u_{n}\in U(x_{n})}[r_{n}(x_{n}, u_{n})+\max_{u_{n+1},\ldots,u_{N-1)}\cdot(*1)}[r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1})+\cdots+k(x_{N})]]
ただし
(*1):\left\{\begin{array}{l}
u_{l}\in U(x_{l}) , l=n+1, . . . , N-1\\
x_{l+1}=f_{l+1}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{l+1}) , l=n, n+1, . . . , \mathrm{N}-- \mathrm{l}
\end{array}\right.
である.再び,部分問題の定義より
v^{n+1}(x_{n+1};(x_{m}, u_{m}|m\displaystyle \in J_{n+1})) = u_{n+1},\ldots,u;(*2)\max_{N-1}[r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1})+\cdots+k(x_{N})]
(*2) : \left\{\begin{array}{l}
u_{l}\in U (xl), l=n+1, . . . , \mathrm{N}-- \mathrm{l}\\
x_{l+1}=f_{l+1}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{l+1}) , l=n+1, . . . , N-1
\end{array}\right.
なので, n+1\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} のとき
v^{n}(x_{n};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n}))
= \displaystyle \max u_{n}\in U(x_{n})[r_{n}(x_{n}, u_{n})+v^{n+1}(f_{n+1}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{n+1});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n+1}
n+1\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} のとき
v^{n}(x_{n};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n}))
= \displaystyle \max u_{n}\in U(x_{n})[r_{n}(x_{n}, u_{n})+v^{n+1}(x_{n+1};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n+1}
を得る.口
例3.1例2.1の状態推移を持つ決定過程に対し, x_{8}, x_{7}, x_{3}, x_{5}, x_{2}, x_{6}, x_{4}, x_{1} の順で, x_{n} から開始
する次の部分問題群を考えたい.構成順に状態の添え字をつけなおしたものが,図2であり,部分問題
群を構成する際にたどる状態の添え字の順番は
8 \rightarrow 7 \rightarrow 6 \rightarrow 5 \rightarrow 4 \rightarrow 3 \rightarrow 2 \rightarrow 1
となる.また
N = 8, I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} = \{1, 4, 6\}
である.まず,命題3.1を用いて,集合列ゐ (j=8,7, \ldots, 1) を構成する. j=8 のとき
J_{8} =  $\phi$.
j=7\in I_{8}=\{3 , 7 \} で 8\not\in I_{\mathrm{i}_{\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}}} より
J_{7} = J_{8}\cup\{j\in I_{8}|j<7\} =  $\phi$\cup\{3\} = \{3\}
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図2: 添え字付け替え後の推移図
j=6\in I_{7}=\{5 , 6 \} で 7\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
J_{6} = J_{7}\cup\{j\in I_{7}|j<6\} = \{3\}\cup\{5\} = \{3, 5\}
j=5\in I_{7}=\{5_{\dot{1}} 6\} で 6\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
J_{5} = J_{6}\backslash \{5\} = \{3, 5\}\backslash \{5\} = \{3\}
j=4\in I_{5}=\{4\} で 5\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
J_{4} = J_{5}\cup\{j\in I_{5}|j<4\} = \{3\}\cup $\phi$ = \{3\}
j=3\in I_{8}=\{3 , 7 \} で 4\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
 J_{3} = J_{4}\backslash \{3\} = \{3\}\backslash \{3\} =  $\phi$
 j=2\in I_{3}=\{2\} で 3\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
 J_{2} = J_{3}\cup\{j\in I_{3}|j<2\} =  $\phi$\cup $\phi$ =  $\phi$
 j=1\in I_{2}=\{1\} で 2\not\in I_{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}} より
J_{1} = J_{2}\cup\{j\in I_{2}|j<1\} =  $\phi$\cup $\phi$ =  $\phi$.
これより,部分問題群 :
v^{8}(x_{8}) = k(x_{8})
v^{n}(x_{n};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{n})) = \displaystyle \max_{u_{n},u_{n+1)}\ldots,u_{N-1}}[r_{n}(x_{n}.u_{n})+r_{n+1}(x_{n+1}, u_{n+1})+\cdots+k(x_{N})].




v^{7}(x_{7};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{7})) = 7\displaystyle \max_{u\in U(x7)}.[r_{7}(x_{7}, u_{7})+v^{8}(f_{8}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{8});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{8}
v^{7}(x_{7};(x_{m}, u_{m}|m\in\{3\})) = \displaystyle \max_{u_{7}\in U(x_{7})}[r_{7}(x_{7}, u_{7})+v^{8}(f_{8}(x_{m}, u_{m}|m\in\{3 , 7 (x_{m},  u_{m}|m\in\emptyset
 v^{7} (x_{7};x_{3}, u3) = \displaystyle \max_{u_{7}\in U(x7)}[r_{7}(x_{7)}u_{7})+v^{8}(f_{8}(x_{3}, u_{3}, x_{7}, u_{7}))]
v^{6}(x_{6};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{6})) = \displaystyle \max_{u_{6}\in U(x_{6})}[r_{6}(x_{6}, u_{6})+v^{7}(f_{7}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{7});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{7}
6(x_{6};(x_{m}, u_{m}|m\displaystyle \in\{3, 5 = \max_{u_{6}\in U(x_{6})}[r_{6}(x_{6}, u_{6})+v^{7}(f_{7}(x_{m}, u_{m}|m\in\{5, 6 (x_{m}, u_{m}|m\in\{3\}))]
v^{6}(x_{6};x_{3}, u_{3}, x_{5}, u_{5}) = \displaystyle \max_{u_{6}\in U(x_{6})}[r_{6}(x_{6}, u_{6})+v^{7}(f_{7}(x_{5}, u_{5}, x_{6}, u_{6});x_{3}, u_{3})]
v^{5}(x_{5};(x_{m}, u_{m}|m\displaystyle \in J_{5})) = \max_{u_{5}\in U(x_{5})}[r_{5}(x_{5}.u_{5})+v^{6}(x_{6};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{6}
v^{5}(x_{5};(x_{m)}u_{m}|m\displaystyle \in\{3\})) = \max_{u_{5}\in U(x_{5})}[r_{5}(x_{5}.u_{5})+v^{6}(x_{6};(x_{m}, u_{m}|m\in\{3, 5
v^{5}(x_{5;}x_{3}, u_{3}) = \displaystyle \max_{u_{5}\in U(x_{5})}[r_{5}(x_{5}.u_{5})+v^{6}(x_{6};x_{3}, u_{3}, x_{5}, u_{\mathrm{o}}
v^{4}(x_{4};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{4})) = \displaystyle \max_{u_{4}\in U(x_{4})}[r_{4}(x_{4}, u_{4})+v^{5}(f_{5}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{5});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{5}
v^{4}(x_{4};(x_{m}, u_{m}|m\in\{3\})) = \displaystyle \max_{u4\in U(x_{4})}[r_{4}(x_{4}, u_{4})+v^{5}(f_{5}(x_{m}, u_{m}|m\in\{4\});(x_{ $\tau$ n}, u_{m}|m\in\{3\}))]
v^{4}(x_{4};x_{3}, u_{3}) = \displaystyle \max_{u_{4}\in U(x_{4})}[r_{4}(x_{4}, u_{4})+v^{5}(f_{5}(x_{4}, u_{4});x_{3}, u_{3})]
v^{3}(x_{3};(x_{m}, u_{m}|m\displaystyle \in J_{3})) = u\in U(x_{3})\max_{3}[r_{3}(x_{3}.u_{3})+v^{4}(x_{4};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{4}
v^{3}(x_{3};(x_{m}, u_{m}|m\displaystyle \in $\phi$)) = \max_{u_{3}\in U(x_{3})}[r_{3}(x_{3}.u_{3})+v^{4}(x_{4};(x_{m}, u_{m}|m\in\{3\}))]
v^{3}(x_{3}) = u\displaystyle \in U(x_{3})\max_{3}[r_{3}(x_{3}.u_{3})+v^{4}(x_{4};x_{3}, u_{3})]
v^{2}(x_{2};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{2})) = \displaystyle \max_{u_{2}\in U(x_{2})}[r_{2}(x_{2}, u_{2})+v^{3}(f_{3}(x_{rn}, u_{m}|m\in I_{3});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{3}
v^{2}(x_{2};(x_{m}, u_{m}|m\in $\phi$)) = \displaystyle \max_{u_{2}\in U(x_{2})}[r_{2}(x_{2}, u_{2})+v^{3}(f_{3}(x_{m}, u_{m}|m\in\{2\});(x_{m},  u_{m}|m\in $\phi$
 v^{2}(x_{2}) = \displaystyle \max_{u_{2}\in U(x_{2})}[r_{2}(x_{2}, u_{2})+v^{3}(f_{3}(x_{2}, u_{2}
v^{1}(x_{1};(x_{m}, u_{m}|m\in J_{1})) = \displaystyle \max_{u_{1}\in U(x_{1})}[r_{1}(x_{1}, u_{1})+v^{2}(f_{2}(x_{m}, u_{m}|m\in I_{2});(x_{m}, u_{m}|m\in J_{2}
v^{1}(x_{1};(x_{m}, u_{m}|m\in $\phi$)) = \displaystyle \max_{u_{1}\in U(x_{1})}[r_{1}(x_{1}, u_{1})+v^{2}(f_{2}(x_{m}, u_{m}|m\in\{1\});(x_{m},  u_{m}|m\in\emptyset




v^{7} (x7;x_{6}, u_{6}) = \displaystyle \max[r_{7}(x_{7}, u_{7})+v^{8}(f_{8}(x_{6}, u_{6}, x_{7} , u7
u_{7}
v^{3} (x3;x_{5}, u_{5)}x_{6}, u_{6}) = \displaystyle \max[r_{3}(x_{3}, u_{3})+v^{7}(f_{7}(x_{3}, u_{3}, x_{5}, u_{5});x_{6}, u_{6})]
u3
v^{5} (x5;x_{6}, u_{6}) = \displaystyle \max[r_{5}(x_{5}, u_{5})+v^{3} (x3;x_{5}, u_{5}, x_{6;}u_{6})]
u_{5}
v^{2}(x_{2};x_{6}, u_{6}) = \displaystyle \max[r_{2}(x_{2}, u_{2})+v^{5} (f5(x_{2}, u_{2});x_{6}, u_{6})]
u_{2}
v^{6}(x_{6}) = \displaystyle \max[r_{6}(x_{6}, u_{6})+v^{2}(x_{2};x_{6_{\dot{1}}}u_{6})]
u_{6}
v^{4}(x_{4}) = \displaystyle \max[r_{4}(x_{4}, u_{4})+v^{6}(f_{6}(x_{4}, u_{4}
u_{4}






なわち計算上の有利 不利が生じてくる.本稿の例では, v^{3} のパラメータ数4が最大となっているが,
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